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1. Проективное пространство

1.1. Определение и модели

Пусть 𝑉 — (𝑛+1)-мерное линейное пространство над полем 𝐹. На множестве
𝑉 ∗ = 𝑉 \{ ⃗0} через ∼ обозначим отношение коллинеарности, то есть ⃗𝑥 ∼ ⃗𝑦 ⇔

⃗𝑥 = 𝜆 ⃗𝑦 для некоторого 0 ≠ 𝜆 ∈ 𝐹. Отношение ∼ будет эквивалентностью.

Опр. Проективнымпространством𝑃, порожденнымлинейнымпространством
𝑉, называется фактор множество 𝑉 ∗/∼.

Элементы проективного пространства называют “точками”. То есть “точ-
ки” проективного пространства — это классы коллинеарных векторов.

Для проективного пространства 𝑃 существует каноническая проекция 𝜋 ∶
𝑉 \{ ⃗0} → 𝑃, ставящая в соответствие всякому вектору класс коллинеарных
ему векторов. Если 𝑀 = {𝜆 ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑚 ∣ 𝜆 ∈ 𝐹 , 𝜆 ≠ 0}, то говорят вектор ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 порож-
дает точку 𝑀: 𝜋( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚) = 𝑀.

Опр. Размерностью проективного пространства 𝑃, порожденного линейным
пространством 𝑉, называется число 𝑛 = dim𝑉 − 1.

Пространство размерности 1 называется проективной прямой, размерно-
сти 2 — проективной плоскостью.

Опр. Множество 𝒫 называется моделью проективного пространства 𝑃, если
существует биекция 𝜑 ∶ 𝑃 → 𝒫.

Рассмотрим примеры моделей проективного пространства.

Прим 1 (Связка прямых). Пусть 𝒜𝑛+1 — (𝑛 + 1)-мерное аффинное простран-
ство над линейным пространством 𝑉 𝑛+1 и 𝑆 — некоторая точка 𝒜𝑛+1. Зада-
дим модель для проективного пространства 𝑃 𝑛, порожденного 𝑉 𝑛+1. Обозна-
чим 𝒫 связку прямых, проходящих через 𝑆, и определим отображение 𝜑 ∶ 𝑃 𝑛 →
𝒫, которое каждому классу векторов, порожденному ⃗𝑥, из 𝑃 𝑛 ставит в соот-
ветствие прямую из 𝒫 с направляющим вектором ⃗𝑥.
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Прим2 (Сфера). Пусть дана единичная гиперсфера в (𝑛+1)-мерном евклидовом
пространстве 𝒜𝑛+1 над линейным пространством 𝑉 𝑛+1. Обозначим 𝒫 мно-
жество всех пар диаметрально противоположных точек гиперсферы. Отобра-
жение 𝜑 каждому классу коллинеарных векторов ставит в соответствие па-
ру точек пересечения прямой, проходящей через центр гиперсферы параллельно
этим векторам, с гиперсферой.

Прим 3 (Расширенная гиперплоскость). Пусть 𝒜𝑛+1 — (𝑛 + 1)-мерное аф-
финное пространство над линейным пространством 𝑉 𝑛+1, 𝑆 ∈ 𝒜𝑛+1 и 𝜎 —
некоторая гиперплоскость в 𝒜𝑛+1, причем 𝑆 ∉ 𝜎. Зададим модель для проек-
тивного пространства 𝑃 𝑛, порожденного 𝑉 𝑛+1.

Дополним 𝒜𝑛+1 элементами, которые называются “бесконечно удаленны-
ми точками”, так, что каждой прямой в 𝒜𝑛+1 соответствует одна такая
точка, параллельнымпрямым—одинаковые, а не параллельным—разные. Каж-
дую прямую, дополненную соответствующей ей “бесконечно удаленной” точ-
кой, называют “расширенной прямой”. Гиперплоскость 𝜎, дополненная “беско-
нечно удаленными”точками лежащих в ней прямых, называется “расширенной
гиперплоскостью” (то же касается любых плоскостей). Ее мы обозначим 𝒫.

Определим отображение 𝜑 ∶ 𝑃 𝑛 → 𝒫, которое каждому классу векторов,
порожденному ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 ∈ 𝑃 𝑛, поставит в соответствие точку пересечения расши-
ренной прямой, проходящая через 𝑆 параллельно ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚, и расширенной гиперплос-
кости 𝒫.

В случае, когда ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 не параллелен 𝜎, прямая 𝑙 = 𝑆 +𝐿( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚) пересечет 𝜎 в точке
из 𝒜𝑛+1; если же прямая 𝑙 параллельна 𝜎, то расширенная прямая, задаваемая
𝑙, пересечет расширенную прямую, параллельную 𝑙 и лежащую в 𝜎, в бесконечно
удаленной точке.

1.2. Проективный репер

Опр. Два базиса (�⃗�𝑖) и ( ⃗𝑣𝑖) (𝑛 + 1)-мерного линейного пространства 𝑉 называ-
ются гомотетичными, если существует такое 𝜆 ∈ 𝐹, что ⃗𝑣𝑖 = 𝜆�⃗�𝑖 для всех
𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 + 1.

Опр. Проективной системой координат (репером ) проективного простран-
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ства 𝑃 𝑛, порожденного линейным пространством 𝑉 𝑛+1, называется класс го-
мотетичных базисов линейного пространства 𝑉 𝑛+1.

Пусть 𝑀 — точка проективного пространства 𝑃 𝑛 для которой вектор ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚
является порождающим.

Опр. Проективными (или однородными) координатамиточки𝑀 в проектив-
ном репере ℛ называют класс ненулевых наборов, пропорциональных коорди-
натам (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛+1) вектора ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 в некотором базисе из ℛ, обозначаемый
(𝑥1 ∶ 𝑥2 ∶ … ∶ 𝑥𝑛+1)ℛ.

Такое определение корректно. Возьмем проективные координаты точки
𝑀 (𝑥1 ∶ 𝑥2 ∶ … ∶ 𝑥𝑛+1)ℛ и (𝑦1 ∶ 𝑦2 ∶ … ∶ 𝑦𝑛+1)ℛ. Тогда (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛+1) —
координаты какого-то вектора ⃗𝑥, порождающего 𝑀, в некотором базисе 𝜎 из
ℛ, и (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛+1) — координаты ⃗𝑦, порождающего 𝑀, в базисе 𝜎′ из ℛ.
По определению, ⃗𝑥 = 𝜇 ⃗𝑦 для подходящего 𝜇. Расписывая это равенство по
базисам 𝜎 и 𝜎′, которые пропорциональны с некоторым коэффициентом 𝜆,
получаем, что взятые вначале проективные координаты пропорциональны
с коэффициентом 𝜇𝜆.

Опр. Точки𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 проективного пространства называют точками об-
щего положения, если порождающие их векторы линейно независимы;
Точки𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘+1 называют точками почти общего положения, если лю-
бые 𝑘 из низ являются точками общего положения.

Опр. Пусть в проективном пространстве задан репер ℛ. Говорят, что базис
⃗𝑒1, … , ⃗𝑒𝑛+1 из ℛ согласован с последовательностью точек почти общего поло-

жения𝐴1, … , 𝐴𝑛+2, если ⃗𝑒𝑖 порождает𝐴𝑖 для всех 𝑖 = 1, … , 𝑛+1, и ⃗𝑒1+…+ ⃗𝑒𝑛+1
порождает 𝐴𝑛+2.

Теор 1. В проективном пространстве для любой максимальной последователь-
ности точек почти общего положения существует единственный проектив-
ный репер ℛ такой, что каждый принадлежащий ему базис согласован с данной
последовательностью точек.
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Док-во.Пусть𝐴1, … , 𝐴𝑛+2 —максимальная последовательность точек по-
чти общего положения, и ⃗𝑎1, … , ⃗𝑎𝑛+2 — порождающие их векторы. Тогда
⃗𝑎1, … , ⃗𝑎𝑛+1 —базис линейного пространства, и ⃗𝑎𝑛+2 = 𝜆1 ⃗𝑎1+… 𝜆𝑛+1 ⃗𝑎𝑛+1 для

некоторого ненулевого набора 𝜆𝑖. Векторы ⃗𝑒1 = 𝜆1 ⃗𝑎1, … , ⃗𝑒𝑛+1 = 𝜆𝑛+1 ⃗𝑎𝑛+1
также образуют базис, который согласован с точками 𝐴1, … , 𝐴𝑛+2. Для любо-
го базиса, гомотетичного рассмотренному, это тоже верно. Получили репер
ℛ, согласованный с точками.

Пусть ⃗𝑣1, … , ⃗𝑣𝑛+1 — еще один базис, который согласован с последователь-
ностью 𝐴1, … , 𝐴𝑛+2. Тогда ⃗𝑣𝑖 порождает 𝐴𝑖 и поэтому ⃗𝑣𝑖 = 𝜇𝑖 ⃗𝑒𝑖 для всех
𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1. Кроме того, ⃗𝑣1 + … ⃗𝑣𝑛+1 = 𝜇𝑛+2( ⃗𝑒1 + … ⃗𝑒𝑛+1) для некоторого
𝜇𝑛+2. Отсюда 𝜇1 ⃗𝑒1 + … 𝜇𝑛+1 ⃗𝑒𝑛+1 = 𝜇𝑛+2 ⃗𝑒1 + … 𝜇𝑛+2 ⃗𝑒𝑛+1 и, с учетом линей-
ной независимости, 𝜇𝑖 − 𝜇𝑛+2 = 0 для всех 𝑖 ⩽ 𝑛 + 1. Таким образом, базис
⃗𝑣1, … , ⃗𝑣𝑛+1 гомотетичен ⃗𝑒1, … , ⃗𝑒𝑛+1. Показано, что любой базис, согласован-

ный с последовательностью 𝐴1, … , 𝐴𝑛+2 принадлежит реперу ℛ. �

Теор 2 (формулыпреобразования координат). Пусть в проективном простран-
стве заданы два репера ℛ и ℛ′. Тогда для координат (𝑥1 ∶ 𝑥2 ∶ … ∶ 𝑥𝑛+1)ℛ и
(𝑥′

1 ∶ 𝑥′
2 ∶ … ∶ 𝑥′

𝑛+1)ℛ′ точки 𝑀 верны формулы

𝜆
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⎝

𝑥1
𝑥2
⋮
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⎠

= 𝐶
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥′
1

𝑥′
2
⋮

𝑥′
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

где 𝜆 ≠ 0 и 𝐶 — матрица перехода от некоторого базиса из ℛ к базису из ℛ′.

Док-во. Пусть 𝜎 ∈ ℛ и 𝜎′ ∈ ℛ′ и вектор ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 порождает 𝑀. Для некоторого
𝜇 координаты ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 в базисе 𝜎 можно записать (𝜇𝑥1, … , 𝜇𝑥𝑛+1) и, аналогично,
(𝜇′𝑥1, … , 𝜇′𝑥𝑛+1) — координаты ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑚 в 𝜎′. Обозначив 𝐶 матрицу перехода от 𝜎
к 𝜎′ и 𝜆 = 𝜇

𝜇′ , получаем указанную формулу. �
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