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1. Аффинное пространство

1.1. Определение аффинного пространства

Пусть𝒜—непустое множество “точек”, 𝑉—𝑛-мерное линейное пространство
“векторов” над полем 𝐹.

Пусть задано отображение 𝜃∶ 𝒜 × 𝑉 → 𝒜, которое называется “отклады-
ванием вектора от точки”: будем обозначать 𝜃(𝑀, ⃗𝑣) = 𝑁 через 𝑀 + ⃗𝑣 = 𝑁.

Опр. Непустое множество 𝒜 называется аффинным пространством над ли-
нейным пространством 𝑉, если задано отображение 𝜃 откладывания вектора
от точки для которого выполнены условия:

1. (𝑀 + 𝑢⃗) + ⃗𝑣 = 𝑀 + (𝑢⃗ + ⃗𝑣)

2. 𝑀 + ⃗0 = 𝑀

3. для любых 𝑀, 𝑁 ∈ 𝒜 существует единственный ⃗𝑣 ∈ 𝑉, что 𝑀 + ⃗𝑣 = 𝑁

По 3 аксиоме любой паре точек 𝑀, 𝑁 ∈ 𝒜 соответствует единственный
вектор с условием 𝑀 + ⃗𝑣 = 𝑁, поэтому будем обозначать его ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝑁.

Опр. Размерностью аффинного пространства𝒜 над линейнымпространством
𝑉 называется размерность 𝑛 = dim𝑉 линейного пространства 𝑉 (т. е. число
векторов в его базисе).

След 1 (Свойства). 1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶

2. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝑀 = ⃗0

3. если ⃗𝑥 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝑁, то − ⃗𝑥 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑁𝑀

4. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴

Док-во. 3. Пусть ⃗𝑥 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝑁, т.е. 𝑀 + ⃗𝑥 = 𝑁, но ⃗𝑥+(− ⃗𝑥) = ⃗0, таким образом,
𝑁 + (− ⃗𝑥) = (𝑀 + ⃗𝑥) + (− ⃗𝑥) 1.= 𝑀 + ( ⃗𝑥 + (− ⃗𝑥)) 2.= 𝑀 + ⃗0 = 𝑀, получаем
− ⃗𝑥 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑁𝑀 по аксиоме 3. �
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Прим 1. 1. Обычная плоскость из точек

2. Пусть 𝑉 — линейное пространство; возьмем 𝒜 = 𝑉 и 𝜃( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀, ⃗𝑣) = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀 + ⃗𝑣

3. Возьмем 𝒜 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1) ∣ 𝑥𝑖 ∈ ℝ} и линейное пространство 𝑉 =
{(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0) ∣ 𝑥𝑖 ∈ ℝ} над ℝ с покомпонентными сложением и умно-
жением на число; зададим 𝜃(𝑀, ⃗𝑣) = (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1) + (𝑦1, … , 𝑦𝑛, 0) =
(𝑥1 + 𝑦1, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, 1 + 0)

Опр. Аффинной системой координат называется всякая пара 𝑅 = (𝑂, 𝛿),
состоящая из точки 𝑂 ∈ 𝒜 и базиса 𝛿 = ( ⃗𝑒1, … , ⃗𝑒𝑛) линейного пространства
𝑉:

𝑅(𝑂, 𝛿)

Опр. Координатами точки 𝑀 ∈ 𝒜 в афф. сис. коорд. 𝑅(𝑂, 𝛿) называют коор-
динаты вектора ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑀 в базисе 𝛿:

𝑀(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑅 ⟺ ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑀 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ⃗𝑒𝑖

След 2. Если 𝐴(𝑎1, … , 𝑎𝑛)𝑅, 𝐵(𝑏1, … , 𝑏𝑛)𝑅, то ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵(𝑏1 − 𝑎1, … , 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)𝛿.

Теор 1 (формулы преобразования координат). Пусть 𝑅(𝑂, 𝛿) и 𝑅′(𝑂′, 𝛿′) —
аффинные системы координат афф. пространства 𝒜, точка 𝑂′ имеет коорди-
наты 𝑂′(𝑎1, … , 𝑎𝑛)𝑅, 𝐶 — матрица перехода от базиса 𝛿 к 𝛿′. Тогда для про-
извольной точки 𝑀 с координатами 𝑀(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑅, 𝑀(𝑥′

1, … , 𝑥′
𝑛)𝑅′ имеют

место формулы:

⎛⎜⎜
⎝

𝑥1
⋮

𝑥𝑛

⎞⎟⎟
⎠

= 𝐶
⎛⎜⎜
⎝

𝑥′
1
⋮

𝑥′
𝑛

⎞⎟⎟
⎠

+
⎛⎜⎜
⎝

𝑎1
⋮

𝑎𝑛

⎞⎟⎟
⎠

Док-во. Запишем векторное равенство ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑀 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑂′ + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂′𝑀,
𝑥1 ⃗𝑒1 + … + 𝑥𝑛 ⃗𝑒𝑛 = 𝑎1 ⃗𝑒1 + … + 𝑎𝑛 ⃗𝑒𝑛 + 𝑥′

1 ⃗𝑒′
1 + … + 𝑥′

𝑛 ⃗𝑒′
𝑛,

и с помощью матриц, где воспользуемся ассоциативностью умножения,
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( ⃗𝑒1 ⋯ ⃗𝑒𝑛)
⎛⎜⎜
⎝

𝑥1
⋮

𝑥𝑛

⎞⎟⎟
⎠

=

( ⃗𝑒1 ⋯ ⃗𝑒𝑛)
⎛⎜⎜
⎝

𝑎1
⋮

𝑎𝑛

⎞⎟⎟
⎠

+ ( ⃗𝑒′
1 ⋯ ⃗𝑒′

𝑛)
⎛⎜⎜
⎝

𝑥′
1
⋮

𝑥′
𝑛

⎞⎟⎟
⎠

=

( ⃗𝑒1 ⋯ ⃗𝑒𝑛)
⎛⎜⎜
⎝

𝑎1
⋮

𝑎𝑛

⎞⎟⎟
⎠

+ ( ⃗𝑒1 ⋯ ⃗𝑒𝑛) 𝐶
⎛⎜⎜
⎝

𝑥′
1
⋮

𝑥′
𝑛

⎞⎟⎟
⎠

=

( ⃗𝑒1 ⋯ ⃗𝑒𝑛)
⎛⎜⎜
⎝

⎛⎜⎜
⎝

𝑎1
⋮

𝑎𝑛

⎞⎟⎟
⎠

+ 𝐶
⎛⎜⎜
⎝

𝑥′
1
⋮

𝑥′
𝑛

⎞⎟⎟
⎠

⎞⎟⎟
⎠
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